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　１．はじめに本論文で取り扱う内容を要約しておく. Walrasは一般均衡体系にﾆ関連して安定条
件をのべたが，それは２財の場合を除いて十分な証明が与･えられなかった. HicksはWalrasの安
定条件を多数財の場合に拡張し，そのさい完全安定と不完全安定の概念を唱えた．完全安定のため
には，超過需要の価格に関する偏微分係数を要素とする行列Ａの主座小行列式が交互に負，正とな
らなければならない（これをHicks行列という). Hicks行列は後にSamuelsonによって提唱さ
れた動学的な安定条件に関連して極めて重要な意義を有する．不完全安定については動学的安定条
件からみて，殆んど意味を有しない. Walrasと同様にHicksも一般均衡の立場から，この体系の
安定条件を考えていたことは付記しておく必要かおる. SamnelsonぱHicksの安定条件につい
て，「〔Hicksの〕安定条件は暗示的にしか動学モデルより導き出されていなけ」とのべ1’，（均藩価
格から偏位した価格は時間の経過とともに均衡位に収束する）真の動学的安定からみて, Hicksの
「完全安定は不完全安全と同様に，〔動学的安定のための〕必要条件でも寸分条件でもない」と主張
した2）.Ｓａｍｕｅ１Ｓｏｎの考察したのは局所的安定(local stability, stability in the small)である
が, Samuelsonのこの主張には少し行きすぎが存在する．すなわちHicksの完全安定条件は動学的
安定の必要条件をみたしているのであるSamuelsonの考察は安定理論の当然検討し通過しなけ
ればならない側面をとらえ，局所的安定のための数学的考察を促進した．その後Metzler, Lange
等3）多くの学者によって，この方面において著しい貢献がなされた．動学的安定に関する数学的な
研究が一通り行きつくした時に，勤学理論における従来の研究方法にたいする反省が生れた．それ
は考察する対象は一般均衡体系であるから，安定理論もこの均衡条件を考慮にいれたものでなけれ
ばならないことである．これは安定理論の研究が. SamuelsonからHicksに復帰することを意味
する．このような方向はすでにHahn〔6〕，根岸て13〕などの論文に表われていたが，この方向
をさらに積極的に‘取り入れ競争均衡における安定問題を系統的に論じたものは, Arrow-Hurwicz
〔1〕，およびＡｒｒｏｗ-Ｂｌｏｃｋ-Ｈｕｒｗicｚ〔2〕をあげることができる．この２個の論文には大域的
安定(global stabibity, stabibity in the large)に重点をおいているが，論述は競争均衡を対象に
し，均衡条件を安定条件に取入れていることに意味かおる．（安定理論の歴史的考察については根
岸論文〔14〕において体系的に詳細な説明かおる4））.
1) Samue】son, P. A.〔19〕, p. 270,同訳本, p. 280.
2) ibid. p. 272,同訳本, p. 283.
3) Metzler, L.〔12〕I Lange; O.〔8〕.当時におけるこの方面の研究をまとめたものに安井琢磨「均衡分
　　　析の基本問題」, 173―235ページ，岩波書店, 1955年，古谷弘「現代経済学の基本問題」，第２章，岩
　　・　波書店, 1958年，がある．　　　　　　　　　　／
４）根岸　隆〔141のほかに季刊「理論経済学」13, (1963), 13―20ページに“競争市場の安定問題”が
　　　ある．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
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　本論文では，競争均衡に対象を設定しよう．そしてSamuelsonの理論が全盛を極めた時代に筆
者が提案した安定の必要条件，十分条件が均衡条件と矛盾なく成立するかどうかを検討する必要が
ある．これに関連して競争均衡が安定条件を含んでいるかどうかの問題かおる．もし安定条件を含
んでいるとすれば，競争均衡は安定の必要条件，十分条件を満たさなければならない．この問題の
結論をいえば，競争均衡は一般に安定条件を含まないのである．従って競争均衡が安定であるため
には，これに安定条件を追加しなければならない．ところで追加される安定条件は，競争均衡条件
と矛盾しないものでなければならないことはいうまでもない．
　これまで安定理論において考察されてきたものは殆んど安定の十分条件であって，安定の必要条
件にふれているものは殆んど見当らないといってよい．故に従来の安定理論が安定の必要条件を満
　　　　　　　　　　　　　　　;゜゛　　　　「足しているかどうかをみておかなければならない．また従来の安定理論が均衡条件と矛盾しないこ
とを確めておく必要もあろう1　　　1.　　y
　さらに　McKenzie　によって証明された安定の十分条ｲ牛を示す定J里を追加しておかねばならな
い．行列71-[次の正方行列λの要素=がへ
ch au I≧Σめ|aiiI, di>Q　G = l,…,n-[)
　　　tキj
を満足し，かっａｎくOのとき，行列Ａをquasi･dominant negatinc diagonal (負のｑ.ｄ.ｄ.と
略すことにする）行列という．この行列は安定な行列であることか証明できる1J.これまではＡが
非負の行列に限定され. Frobeniusの定理を用いてÅが安定であることの証明をしてきたか，Åが
非負行列でなくとも負のｑ.ｄ.ｄ.で,あれば安定であることが示される．安定理論における一つの収
穫といえるであろう．　　　　　　　　’＼
　最後に　Arrow･Hurw沁ｚり〕によって収上げられ，最近において　Bassett-Habibagahi-Quirk
〔4〕およびBassett-Maybee-Quirk〔5〕において論文の中心となっている森嶋行列にふれておか
なければならない．
　２．１　以下収扱う問題点を次収ように整理しておく. (i)はじめに競争均衡と安定条件との関連
性を考察し，.競争均衡そのものは必ずしも安定条件を含まないことを確認しておこう．次に(ii)
行列Åがquasi･dominant negative diagonal であれば，Åは安定な行列であるというMcKenzie
の定理をのべることにする．λの非対角要素ａｎが弱粗代替性(weak gross substitutability)す
なわちαzj≧0であれば，ワルラスの法則（あるいは超過需要関数のゼロ次同次性）と関連して動
学的安定の十分条件となることは周知である. McKenzieの定理は，Åの非対角要素がことごとく
は弱粗代替性αｕ≧Oでなくともλが安定行列となる点て意味かある. (iii)最後に森嶋行列にふ
れることにする．　　　　　　　ヽ
　２．２　まづ（ｉ）の競争均衡体系と安定条件との関係を考察しよう．競争均衡は次のごとく定義
される．超過需要関数jと=fip-)が次の３条件をみたすものであるとしよう.
　（1）超過需要関数は連続関数である、
　（2）超過需要関数はゼロ次の同次関数である.
　（3）ワルラスの法則加7＝Oが成立する.、
　この均衡体系には少〈とも一つの均衡価格ｊが成立する．（元＞0のときはfi(p) = Qとなり、
ふ＝0のときはｊ（β）くOとなる.）これをワルラスの存在定理(Walras' existence theorem)と
いう．このワルラスの存在定理とBrouwerの不動点定理(Brouwer's fixed point-theorem)との
D　McKenzie, L.〔11〕
（２）
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同値性が証明されたljn詳細に゛Ｓ）いては宇沢弘文〔20〕を参照されたい．ワルラスの存在定理とブ
ラウワーの不動点定理とか同値であることは, (1), (2), (3)から構成される均衡体系（この体系は完
全競争の下における均衡体系の一般的表現といってよい）は均衡値の存在することを示すだけであ
って，均衡点へ解か収束するための安定条ｲ牛は，この均衡体系のうちに含まれていないといわなけ
ればならない．
　それでは均衡体系が安定であるためにはどのような条件か必要，十分であろうか．それは次の勤
学体系(2. 1)に関して，超過需要関数の価格に関する偏微分係数が以下にあげる必要条件，十分
条件を満足しなければならない．
　いま7z番目の財はｎｕm6ｒaiｒｅとして正規化された価格を戸とする．すなわち戸＝〔却々2,…，
加一1,1〕.均衡価格をj＝〔ﾐβ1ふパ‥か-1, 1〕とおくづ財の価格かを時間ｚで微分したものをかと
おけば，ｊ財の需要xt=Mp)との間に
　　　　　sign戸( = sign:cj　　　　　　　　　　　　　G = l, 2,…。z－1）
の関係か成立する．これを九=Fi{xi)とおく．ここでFiixi)およびお＝／ｉ（戸）を均衡点付近で
テーラー展開し，２次以上の高次の項を省き，かつＦﾊﾞ(0)>0 G-= l,…りl－1）（これは定数であ
って調節速度にあたる）をすべて１とおけば，上式は
　　　　　九＝Σ2柘（戸丿一石）　　　　　　　　　　　G- = l,…,n-i)　　　　　　　(2.1)
　　　　　　　　j=1
となる．ここに漏＝吊（j）/伽である．いま乱を成分とする71-[次の正方行列をÅとおけ
ば，勤学体系(2. 1)が安定であるためには行列Åの固有値の実数部がすべて負でなければならな
い．
　このための必要条件，十分条件は次のようである．行列Åにおいて
　　　　　　α1＝（－1）Σ両。α2＝Σ
とおき，また
A－･･ふづ7ぺ:|
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とすると，
　定理１．
次の定理が存在する2J.
行列Ａのすべての固有根の実数部が負であるためには(αo＝1)
ai>0, a2>0, ･･･‘'゜･“ﾀ　α71-1＞0
が必要条件で，そのうえに
　　　　　/li>0, A3>0,ム＞0
ならば十分である．
(2.2)
α3
α2
α1
またはA2>0, A4>0, A6>0,……
ａﾀi－1
(2.3)
(2.4)
1) Brouwerの不動点定理とは「9g（π）が/7からそれ自身への連続写像であるとすれば，77において少くと
　　　も１つの不動点S = y)(5)が存在する」である．不動点定理は均衡値の存在を示すに欠くことができ
　　　ないか，安定条件は含まれていない.
2）田沢　信〔9〕，〔10〕p. 213>なお高木貞治「代数学講義」昭和40年, 361―364頁参照．この定理は」
　　　の根の実部数がすべて負であるための(2.3)が必要条件, (2.3)と(2.4)で十分条件であることを
　　　示す．これにたいしてJ. p. Quirkは〔17〕において) Routh-Hurwitz .定理として(2.3)と
　　　　　A2>0, /(3>0,…,庖-1＞O　　　　■ (*)
　　　とか成立する時に限ってｊの個有値の実数部がすべて負であると述べている．これは条件が過剰で
　　　ないであろうか．事実，高水博士の「代数学講義J p. 362では（＊）とal＞Oとで」の固有値の実
　　　数が負であるための必要十分条件とのべている．
（３）
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　この定理から，さきにのべたワルラスの存在定理における均衡体系が安定であるために次のよう
に考えることができるであろ,う．条件(1), (2), (3)からなる均衡体系が安定であるというのは，この
３つの条件をみたす超過需要関数x=f{p')から作られた勤学体系(2.1)の解か均衡値戸に収束
することを意味する．この収束口ためには，超過需要関数の微分係数を要素とする行列/1が定理１
の条件をみたさなければならない.，これを次の提言として表現しておこう．
　提言１　ワルラスの存在定理における均衡体系が動学的意味において安定であるためには，行列
Åが定理１における条件をみたさなければならない．（行列Åは超過需要関数の価格に関する偏微
分係数を要素としている）．　　　　　‥
　安理１は安定の必要条件を明示した点にその定義が見出されると思われる．多数の安定理論が存
在し，そのうちには安定の必要十分条件であるものもある．しかし一般に安定理論には十分条件が
多く，安定の必要条件に注目しているものは殆んど見られないのである．この必要条件(2. 3)を
みると, Hicksの完全安定条件は必要条件(2. 3)に満足していることがわかる．ただ安定の十分
条件のうち（2.4）はその構造か複雑であって実用性に欠けるうらみがある．従ってさし当って必
要条件(2. 3)において奇数次の主座小行列式はすべて負，偶数次の主座小行列式はすべて正であ
ると限定しよう．このように(2. 3)を限定すると，これにある条件を追加する.ことによってÅ
の固有根の実数部はすべて負になり，･(2.3)の必要条件はこのようにして十分条件ともなるのであ
る．これからの問題は提言１にしたがってＡがこのような安定条件を満足するとしよう．これが均
衡条件と矛盾なく成立するであろうか．この検討を次におこなわなければならない．
　さて叙述をもとにかえして，必要条件(2. 3)において奇数次の主座小行列式はすべす負，偶数
次のそれはすべて正と仮定する（すなわちＡはこれを満足するヒックス行列と仮定する）．
　この限定のもとに（μ）行列Åが対称であれば負値の２次形式となり，Ａの固有値はすべて負の
実根となるであろう．このとき,は必要条件(2.3)は同時に十分条件を満足する．（&）次にÅが準
負値行列のときでも1J（α）と同様であって，必要条件(2.3)は十分条件でもある.（ｙ）さらにÅ
の非対角要素が弱粗代替性ａts≧O -のときでも同様である．これがMetzlerの定理である2）.換言
するとMetzlerの定理はＡの非対角要素が非負のとき，λの固有値の実数部がすべて負なるため
の必要十分条件は／λの奇数次の主座小行列式がすべて負，偶数次の主座小行列式はすべて正とな
ることである．　　　　　　　　一一　　犬
　上記(a), (.b), (c)-はいづれもÅが負値の２次形式の行列となる場合である3）.Åの成分はいうま
でもなく，均衡体系における綴過需要関数の偏微分係数，2妬＝賠（六i = i.……,n-l)である
従っ‘て負値の２次形式Åは，均衡条件（3）に示したワルラスの法則. (2)にあげたゼロ次同次性とも矛
盾なく成立しなければならないl　ワルラスの法則は超過需要関数j4＝力（戸）Ｇ＝1,‥･，?1）について
－Σエ面＝もの成立することである．ここに第7z番目の財をnumeraire　とし，
　　j=1
規化されてy） ゜Q）ｂ……戸ｓ-1･‘1〕とおいてある．上の式を倉で微分し
　　　　　一Σ気強ｊ－な､夕)＝４､E　I.'
となる．均衡価格ｊに対して超過需要ほが､j)＝0
　　　　　－Σaｕち＝2らj　　　　.=
∂蜀
卒‾
財の価格は正
＝山jとおくと
　　a=i,…。7－1)
となるから，上式は均衡点においても
　　G- = l,…。7－1)｡　　　　　　(2.5)
1）　ｊが準負値行列とはｊの転置行列をぶとするとき弗ｊ’が負値行列となる場合である．準負値行
　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　２
　　　列か安定なことについてはArrow. K. J. and Ｍ. McManus　〔3〕参照.
2) Metzlerの定理については卜Metzler, Ｌ.〔12〕，なお国沢　信〔10〕, p.211参照.
3）以下，負（値）の２次形式とは;　ゼロでない任意の変数jz;に対してx'Axくりとなるものをいう，
　　（/1は対称とは限らぬ）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　フ　（４）
　　　　　　　　　　安定理論における必要条件と十分条件　　　　（国沢）　　　　　　　　　５
である．Ａは瓦jがら構成されるn-＼次の正方行列であることは上述した1）.また(2.5)の右
辺を〔aini "■>ふ1-l.nD―Vとおけば，貨幣と他財との祖代替2硲＞Oを仮定するとき。y＞Oとな
る．したがって(2.5)は
　　　　　一Ap=y>{)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2, 6）
となるであろう･ｊは貨幣を除いた71-[個の財の均衡価格であって云＞Oとおける．　ここでＡの
左側にｙをかけてｙＡ万＜oがえられる．　これは２次形式において変数をj＞oと限定したもの
である．
　他方においてÅは上述した条ｲ牛で負値の２次形式の行列であるから，ゼロでない任意のGz-1
次元）ベクトルＪにたいしてx'AxくOである.jとはゼロでなければ任意の値をとることができ
るから，Ｊのとりうる値をX>(}と限定して，ｙ万くOがえられる．以上のべたことを次の定理
に表現しておこう．
　定理2. n個の財貨のうち貨幣を除いた残りの財貨に関する71-[個の超過需要関数を均衡価格
で偏微分したものを成分とするw-1次の行列Åが負値の２次形式となることは，貨幣と他財との
間の粗代替aｕ＞Oを仮定するならば,‘　超過需要関数に関するワルラスの法則(2.5)と矛盾しな
い．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　定理２はワルラスの法則のかわりに超過需要関数に関するゼロ次同次性を置いても成立する．こ
れは超過需要関数のゼロ次同次性からオイラーの定理を利用すれば上と同様に証明できる2）.以上
のべたことから，安定の必要条件(2.3)においてＧ），（み），（ｃ）のような限定かおこなわれてÅ
が負値の２次形式の行列となった場合，これがワルラスの法則，あるいはゼロ次同次性と矛盾しな
いことがわかった．これらの事項は従来あまり確認されていなかったので，定理として示しておく
ことにした．
　今度は超過需要関数に関するワルラ｀スの法則あるいはゼロ次同次性と，Ａの非対角要素の弱粗代
替性。j≧OとからÅが負値の２次形式であることを求め，このＡが安定の必要条件(2.3)を満
足することを示すことができる．ここではワルラスの法則とÅの非対角要素の弱粗代替性αむ≧0
とがら，Ａが負値の２次形式であることを示してみよう．まづ超過需要関数に関するワルラスの法
則は一万＝ｙがえられる.jyは上述のようにｙ＝〔am, a%n.…>an-l。,〕の要素をもつ列ベクト
ルである．いま貨幣と他財との粗代替ain>0, G-= l,…。z－1）を仮定するとjyは正となって，
一節＝jy＞Oがえられる．これは（2 6） 式である．いまλの非対角要素の弱粗代替心j≧Oを仮定
し，適当な£＞OにたいしてＭ=tl十Ａとおくと，訂は非負行列となる3’.したがって非負行列
　（分解不可能とする）に関する　Frobeniusの定理を適用することができる．この定理によると，
y哨こ少くとも一つの正の実固有根があり，その最大なものがFrobenius根であって，これをｒと
おく．ｒは単根である．ｒに対する固有ベクトルは正である．
　さて（2 6） 式から一万＝（Z7一吻云＝jy＞Oとなりぺy＞Oにたいしてj＞Oである．これから
Z石＞八石となり，ＭのFrobenius根ｒにたいしてZ＞ｒである．またÅの任意の固有根をヌと
するとM=tl十Åからｒ≧Z十λがえられる．これからｒ－Z≧λとなり，2岫≧Oである非対角要素
をもつＡのすべての固有根の実数部は負であることがわかるｏ．すなわちÅは安定な行列である．
1）
2）
3）
y1は分解不可能と仮定する．
根岸隆〔15〕172― 3 ページ参照．
７は単位行列である.ｙ1の対角線の要素はいづれも負であるからαａく0 i = l,
　うち絶対値の最大なものよ‘りＺを大きくとれば，訂は非負行列である．
n-1である' ≪ｕの
4) Hahn, F. H.〔6〕参照．この証明はノ1の非対角要素が弱粗代替であるときワルラスの法則を利用し
　　　てλが安定な行列を導いた．ワルラスの法則のかわりに超過需要関数のゼロ次同次性を用いてこれと
　　　非対角要素の弱粗代替吐とからÅが安定な行列であるどとを証明できるし根岸〔15〕172― 3 ページ
　　　参照．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（５）
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　Åのすべての固有根の実数部が負である事からＡが負値の２次形式の行例式表現を導くことがで
きる．上述のÅは仮定から非対角要素に非負の要素αｕ≧Oをもち(対角線要素はすべて負)，分解
不可能な行列である．この行列んに関して次のMetzlerの定理を適用できる. Metzlerの定理は
｢行列Ａの非対角要素がすべて非負であるとき，(分解不可能な)正方行列Ａのすべての固有根の
実数部が負であるための必要十分条件はÅの奇数次の主座小行列式はすべて負，偶数次の主座小行
列式はすべて正なることであ｀る/｣1)この定理から非対角要素が非負である行列Åのすべての固有根
の実数部が負であれば，Ａは負値の２次形式の行列であることがわかる．この行列Åは安定な行列
であるが，安定の必要条件(2.3)をいうまでもなく満足している2).
　以上のべたところをまとめると次の通りである．提言１によって行列Åが安定条件を満足すると
き，このＡは均衡条件(2)超過需要関数のゼロ次同次性または(3)ワルラスの法則と矛盾しない．逆に
Åの非対負要素の弱粗代替性と均衡条件(2)または(3)とがら/1は安定行列となりÅは負値の２次形式
の行列である．これは安定の必要条件(2.3)を満足しているのである．
　２．３　上述したところからみられることは，安定の十分条件のうちに(弱)粗代診匪の占める役
割の大きいことである．行冽Åの非対角要素の弱粗代替性αり≧Oに超過需要に関するワルラスの
法則あるいは超過需要関数のゼロ次同次性を加えることによってÅが安定な行列となっている．ま
たMetzlerの定理では弱粗代替性ａ.ｕ≧Oに，行列Åの主座小行列式が交互に負，正となるという
条件を加えることが行列ｊの安定のための必要十分条件となっている．これらの場合に共通な証明
方法は，非負行列に関するＦｒｏもｅｎ］定理を利川することであ,る3).ところでＡの非対角要素乱
のうちに負の要素ａｕくOがま･じるときには最早Frobeniusの定理は適用できないであろう．この
場合に，負の対角線の要素にウェイトを持たせて安定条件を導こうとするMcKenzieの定理があ
る．以下まづ定義から始めてごの定理を導くことにする．
　定義1. Gz-1)次の正方行列淮において，各りこたいしja。|＞Σ＼atj＼ならばdominant
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≒ｊ
diagonalという．この定義をもう少し一般化して，もし
　　　　　　di＼aH＼>Σゐ臨副へ　　1 = 1,…，?1－1
　　　　　　　　　　i=≒=j　　　　　　　よ
のようなゐ＞O･が存在するならば行列Åはdominant diagonal という,ことにする凭
　定義2. 0に1）次の正方行列Ａにおいてもし(1) d,.＼a丿≧Σdj Iat}I　　Ｇ＝レ‥．に1）のよ
　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≒j
うｰなゐ＞Oが存在し, (2) (添数.iのある集合を７とすると・　ａｎ＝0・ｉｅＬ i’
idすぷる川こたいして必lrtjjl>Σめ臨丿となるならば，行列Åはquasi-dominant diagonal
　　　　　　　　　　　　　　　　４キj（ｑ.ｄ.ｄ.と略す）という５）．　　．
　上の２個の定義はいづれもＡの対角線にある要素（これは常に負数である）に重点をおき，この
要素の絶対値が，同じ行または列にある他の娑素の絶対値の和に等しいかまたはより大であればＡ
が安定であることを示すことができる／次にMcKenzieの定理を示すことにする．
1）国沢　信〔10〕211^゛－ジ参照･
2）一石=ｙ＞O（2. 6）においてp>0であることと，λの主座小行列式が交互に負，正となることは同値
　　　である．二階堂副包〔16〕. 124― 5 ページ.
3) Aの対角線の要素仙はすべて負である．これは財絹臨過需要耳＝焉（夕）力毎にの価格九の騰貴に
　　　対して減少するで“゜祭くoからである
4) McKenzje, L.〔11〕p. 47.
5）ibid.p. 48.　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　　ｌ　　　　，　　　　／６）
　安定理論における必要条件と十分条件　　　　　（国沢）
-　　-
７
　定理ろ. (McKenzie)行列Ａが負のｑ.ｄ.ｄ.であれば1j，Ａのすべての固有根は負の実数部を
有する．
　証明．証明はMcKenzie〔11〕, p. 49を参照されたい．ここでは証明のあら筋を示すにとどめ
よう．証明は2段に別れる.
　（1）G7－1）次の正方行列Ａが負のｑ,ｄ.ｄ.であれば，Ａは正則である．いま結論を否定して
Ａは正則でないとしよう．即ちAl=Oとお＜2’.いま対角行列を£）とし臨＞0　G = l,2,…，
≪-l)とする3J.ここで召＝£）Ａとすると召も正方行列で|召|＝Oであり，適当なベクトル9≒0
をえらんでB<7 = 0　とおける．ここで＼qi＼≧|りに7 = 1.…,n-l　とし・Ｂｑ°Oのある行に関し
て’り臨十ぷjj加゜Oから　　　　　　　　　　　　　　｀
|釧!&“|≦ぷﾉ9JIIh≫＼≦Ekμ目硲| (2.7)
となる．他方においてÅは仮定によってｑ.ｄ.ｄ.であるから，迪当な対角行列£）の要素をえらん
で（召＝ﾉ:）Åの関係から）|み丿＞Σj硲|とおくことができる．この両辺に臨|をかけて
　　　　　　　　　　　　　　　i≒丿
　　　　　　臨目臨1＞Σ＼qi＼＼bij!　　　・.　　　　　　　　　　　　(2.8)
　　　　　　　　　　　1≒丿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　″
がえられる.（2.7）と比較して矛盾が生じた．これはÅを正則でないと仮定したからである．し
たがって正方行列Ａは正則jAI≒oである.
　(2) Aが負の9.ｄ.ｄ.であれば，Åのすべての固有根は負の実数部を有する．
　ｊをÅ－がとおき，ｊは非負の実数部を有すると仮定しよう．すると＼aii―s＼≧|・Jが（i＝
レ‥りに1）にたいして成立つ（αｕは負数である）．それ故A-siは負のｑ， ｄ. ふであるから，
前述した（1）からÅ一J7は正則である．すなわちIA一J71≒OこれはｊがÅの固有根でないことを
意味する．従ってＡの固有根はすべて負の実数部をもたなければならない／
　これで定理３の証明は終了した．この定理によるときは行列A Gz-1次と仮定する）の要素に
ついて負の９.ｄ.ｄ.が成立するならばÅは安定な行列である．すなわちÅの要素の絶対値につい
て　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
di＼ait＼≧Σ㈲り|
　　　1≒J
I ―1>…,7l-＼ (2.9)
が成立するようなぬ＞0が存在しa11く0ならばＡは安定な行列である．これは対角線にある要
素山i（これはいうまでもなく負である）の値が，同じ行または同じ列における他の要素に対して
dominantであることを意味する．Åが安定するためには非対角要素が必ずしもすべて粗代替性
αり＞Oでなくてもよい.いいかえると粗補完性a(j<0がまじってもよいことを示すものである．これ
が定理３の重要性の一つであ-S. 2.2にのべてきたÅの安定性の証明はÅの非対角要素がすべて弱
粗代替吐ａ９≧Oを仮定して安定性を示してきた.非対角要素に粗補完性が混在してもよいことが証
明されたことは安定条件における進歩といわねばならないと思われる．第２に定理３はFrobenius
の定理によらないで行列Åの安定を証明しえたことに意義が存在する. Frobeniusの定理は非対角
要素に負の要素がまじると森嶋行列4）における処理以外には，この定理は利用困難であるからで
ある．いいかえるとFrobeniusの定理はÅが非負行列でなければならないのである．
、??????
定義２のｑ，ｄ，ｄ，であって，対角線にある哨tはすべて負である.
IAIは行列式を現わす．
対角行列は対角線の要素のみ存在し，非対角要素はすべてゼロである．
森嶋行列については後述する．森嶋行列における処理とは変換(2.12)をさす．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（７）
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　　　　-
それではＡの非対角要素にどの程度まで粗補完性を取入れることができるであろうか. Arrow-
Hurwiczの定理は「任意数の財貨においてあらゆる価格に対して，財貨のどのpairも祖補完であ
ることは不可能である.」とのべでいる1J.いまｎｕm6ｒaiｒｅ（O財とする）を含めて２財の場合を
考察してみよう．　ワルラスの法則は均衡点においてpoxo+pixi ―Qである．恥＝力（j）（j＝0, 1）
　　　　　　　　　　　　　　　　－
は超過需要関数である．いま衛－4り
　　　　　　ｌ　　　　　　　　　　　’Σ妬jり＝O ダ I
　　　　　　l-≪
(£i=o. 1)とおくと，
　　　　　　　　G=O.l)
となる．安定均衡点で瓦1≦Oであるから> aoi≧0，alo≧Oでなければならない．
　　(2.10)
このことは超過
m=要に関するワルラスの法則（またはゼロ次同次性でもよい）が成立する貨幣を含めて２財からな
る競争均衡では弱粗補完性,αり≦O（り＝0, 1）か存在しえないことを示している. (an≦Oは弱粗
代替性である.）従って,（貨幣右含めて）２財の体系では粗補完性は存在しない．粗補完性が成立
するのは少くとも３財からなる体系でなければならない2’.さらに多数財の場合でも上にのべた
Arrow･Hurwiczの定理では財貨のどの　pairもあらゆる価格に対しては粗補完であることはでき
ないことを示す．これは粗袖完関係にたつ財のウェイトを同じにして7?とＳ　とに（貨幣も含め
て）統合するならば･尺にぞくする財の超過需要をXr=frり）とおくと，ざ集団の価格八に対し
て，　ご’ぶうくOとなり（砧も長），（210）から成立しえないからである3）粗補完性はこの
ようにして競争均衡の条件の上から制限される．これに対して粗代替性は，財貨のどのpairに対
しても，あらゆる価格に対して旅立する．このことは(2.10)について粗補完性の不成立を説明し
たことは粗代替性の成立を意味するからである．また安定の十分条件の証明で，行列λのすべての
非対角要素について弱粗代替性αｕ≧Oが仮定されていた場合を想起することができる．ただしＡ
の非対角要素がすべて粗代替性でなくても安定となりうることは，定理３から明らかである．従っ
て以上のべたことをまとめて灰のようにいえるであろう．　　’゛
　貨幣を含めて，2個の財（,7≧2）を考えた場合，粗補完性は競争均衡の安定の必要条ｲ牛でない．
これに対して粗代替性は（競争均衡における）安定の必要条件であって，その必要の最低限度を示
す一つの例をあげれば定理３における負のｑ,ｄ.ｄ.と超叩需要に関するワルラスの法則（またはゼ
ロ次同次性）とを満足するための粗代替性となるであろうｏ．
　この節を終わるにあたって. McKenzie　の次の定理を付記しておこう．これはさきにあげた，
Metzlerの定理に非常に類似していることが一見してわかるであろう. McKenzieの定理は「Åは
非対角要素について弱粗代替αｕ≧Oである71-[次の正方行列である．Åの固有根は，Åが負の
dominant diagonal　である5jときに限って負の実数部を有する.」6）このMcKenzieの定理は，
McKenzie　が〔11〕. p. -58　の脚柱においてのべているように> Metzler　の定理と　Hawkins-
Simon　の定理とを結合してえられたものである．そこで結論として次のようにのべることができ
る．「正方行列Ａが負の　dominant diagoりalであることと，Ａの土座小行列式が交互に負，正と
なることの同値性」が証明されるならば(McKenzieは〔11〕, p. 60においてこの両者が同値で
あることを間接的に証明し七いる) McKenzieの定理と　Metzlerの定理とは同値であり，Åの非
対角要素が弱粗代替性り≧Oであれ･ば,Ａが安定行列であるための必要十分条件として２個９の定
1）
2）
3）
4）
5）
6）
7）
Arrow, ･Ｋ. T. and Ｌ. Huriwicz,〔1〕, p. 550.
Hicks, J. Ｒ.〔7〕, p. 47.同訳本, 66―7ページ.
Arrow and Huirwicz, 〔1〕ｲpp. ...449―50.
この必要条件は競争均衡における必要条件である．定理１の必要条件(2.3)は競争均衡条件のワルラ
　スの法則等は考慮していないi
負のdomiont diagonal とは定義１において7 a≪.くOであるものをいう.
McKenzie〔11〕, p. 58.
2個の定理とは，上のMcKenzieの定理とMetzlerの定理をさす．
　　　　　　　　　　　ｓ　　χ　　』●　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　丿　　（８）
　　　　　　　　　　　安定理論における必要条件と十分条件　　　　（国沢）　　　　　　　　　９
理のうち何れをとってもよいといえるのである．
　２．４　最後に森嶋行列1Jの安定問題にふれて本論文を終わることにする．財を重ならない二つの
群沢とＳ‘に分ち，同一群の２財については粗代替（すなわち尺のなかの２財，ざのなかの２財
については代替aij>0),　ＲとＳにまたがる２財については粗補完ａｏく0が成立するものとす
る. (1)もし貨幣を含めてすべての財をこのような２群尺とＳに分割し，尺にぞくする財も５に
ぞくする財もウェイトを１としてそれぞれ複合財αとみに統合すれば，仮定によってａの超過需
要Ｊ。＝几（戸）はみの価格かに対して粗補完衆くOの関係にたつであろうこれは貨幣を
含めて2’財の場合に(2.10)式で考察したところであって，２財がすべての価格（均衡価格も含め
て）にたいして粗補完の関係にあることはできない．ことに安定な均衡でないといわなければなら
ない2’.
　（2）貨幣を含めて３財の場となったときには状況は変ってくるといわなければならない. Hicks
がのべているように，三つの財αとかと貨幣のうち，αと＆とは補完的でありうる．が，もし
そうであるならばαは貨幣にたいして代替品でなければならず，また＆も貨幣に対して代替品で
なければならない3J.この場合にはワルラスの法則から釦瓦l十畑瓦2＝－ふ0 G = l,2).の関係か成
立する.f＝1としてα11くOでありふ2は２財の補完関係から負となり，またaloはα財と貨幣
との代替関係から正である．従って２群の財から貨幣を除いて，２群と貨幣とすればワルラスの法
則（または超過需要関数のゼロ次同次性）,と矛盾しない．すなわち森嶋行列を競争均衡体系に取入
れることができる．以下，均衡体系における森嶋行列を考察し，その安定性を吟味することにしよ
つ．
　結論をさきにいえばこの安定性は成立する場合としない場合とに分れる．まづ不成立.の場合から
のべよう.
　（ｲ）上述のように森嶋の行列は（貨幣を除くことにして）財を２群尺とざとに分ければ同一群
内の２財については粗代替，尺とＳとにまたがる２財については粗補完が成立するから，森嶋行
列を/1＊とおくと（Å＊はn-l次の正方行列）
A11　A12
Å2t　A22
〕
(2.11)
で表される．ここにAnは尺にぞくする２財の弱粗代替性を表わすゐJ≧0を成分とし（対角線
にある要素はaHくOとする），５にぞくする財に関してÅ22も同様ｅ成分を有する. AllとÅ22
はともに正方行列である. Al2とλ21の行列は尺とざにぞくする２財の粗補完を表わすjり≦0
を成分とするもので矩形行列である．従って, Allと血2とは対角線を除いて非負であり, Al2
とA2Xとは非正である．
　いま行列？を
ド
?? ??
とおく.71と/2とはそれぞれｙlｕとA22に次数を同じくする単位行列である．このj）をｙ1＊
の左右からかけて
　　　　　PA*P=A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.12)
1）森嶋通夫〔18〕, p. 79以下.
2) Arrow and Hurwicz, 〔1〕, p. 550.
3) Hicks, J. R.〔7〕, p. 47,同訳本67ページ．
（９）
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とおくと，ﾉ1は対角線を除いて（対角線の要素は負）非負の行列となるIJ.y1＊とＡとは同一の固
有根を有する．Åは7z－1次の正方行列である．この行列が安定な行列であるかどうかを吟味し
よう. (2.5)式にかえり，　　　　　　∧
Σaりん゜－a粕
j-1
G-=l,…,ｎ－1)
において左辺の（。－1）次の正方行列をＡとおく。また右辺をjy＝〔al。
　　　　　々゜つ　　　　　　　，
　　　　　(2.5)
ふ■j-l)n〕とすると
　　　　　(2.6)
とおける．ここで適当なzメOyをとりＭ＝.zj十Ａとすれば，λfはFrobeniusの行列（非負の要素
からなる行列）となり，訂のFrobenius根をｒとすれば，これは正の実数根である．いま貨幣
との粗補完ふ．＜OG＝レ･･
>n←1）柴仮定すればｙ＜Oとなるから,
(2.6)の左辺は藻＞Oであ
る．これから(M-tl) p>Qとなり，j＞Oであるから, r>tである．またM=tl十Ａから，Å
の根をヌとおいて，ｒ≧Z十ヌ　となる．よってÅの任意の根λのうちには正根かおりÅは不安定な
行列である2’.　　　　　･，　　．
　（ロ）根岸教授は以上の証明にようｙＡの不安定性を示された．ところで(2.6)において貨幣と
他財との粗代替2飛＞O（f＝1,…ヨに1）を仮定すればどうであろうか.jy＞Oとなるから（2.6）
の左辺は，　　　　　　　　　　　　　　　几
　　　　　‾２知＞O　　　　　I　･，
とおける．これからjｙoとなり，¬瘤＝(tl一Ｍ，)j;＞Oからz＞ｒとなる．また･
　C2.13)
M=tl十人か
らｒ≧Z十jlがえられる．フマZ≧λ.とすれば左辺は負であるから，/1の任意の根λは負の実数部を
もつ．すなわちÅは安定な行列である．
　定理３を用いると更に簡単にÅめ安定性が示される．いまÅが負のｑ,ふふすなわちÅの要素が
ぬ＞Oについて　　　　　　　　　ヶ
　　　　　必jj“1≧ぶ
j
ゐ11JI　　ﾉ　　一一
でかつ陥く0 G=l,…．に1）ならば定理３によってÅは安定な行列である．
石　り＝1,…,7に1）に関して恥くO’とし，
　　　　　"£．　ｐ｝ａｉ｝くo･　　　く　　　　　　　　G-=l,･･･,n-l)
　(2.14)
いま正なる価格
(2.15)
が成立することも(2.14)を満足する．これは対角線の要素がdominantであることを意味する.
(.2.15)は71-[次の正方行列Åについてー/1j＞Oとおけるから. (2.13)にに一致する3’.また
ÅのかわりにÅ＊（すなわち声嶋の行列）･を用いても（Å＊が負のｑ.ｄ.ｄ.であることにかわりは
ないから）Å＊は安定な行列となることは明らかである．
　以」ニの証明によって，上に定義した森嶋の行列Ａ＊およびＡ＊をPA*P=･Ａによってえられ
たＡは貨幣と他財との祖補完函，くO　G-=l,…り1－1）を仮定するときは不安定な行列となり，
貨幣と他財との粗代替ふ．＞O　G-=l,･･･,n-l)を仮定すれば安定な行列となる．さらに貨幣と他
財との弱粗代替ja≧Oを仮定してもÅ＊およびÅが安定な行列であることを示すことができる．
　まづ(2.11)の行列Ａ＊について述べると, (2.11)のÅ11とÅ22は対角線の要素を除き非負
1）森嶋教授はＡ＊の対角線にある要素も正と仮定している．変換(2.12)によってｊは非負の行列とな
　　　る，Ａ本を準フロベニウスの行列と名付けている．（森嶋〔18〕, p. 85.)
2）根岸　隆〔15〕, p. 186.　ト　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
3）このことは貨幣と他財との粗代替を仮寓すると競争均衡条件のワルラスの法則（またはゼロ次同次性）
　　を満足することを表わしてい･る.・
　　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　（10）
安定理論における必要条件と十分条件　　　　　（国沢） 11
の要素で構成され■ Al2　と　A2Xとは非正の要素からできている．このy1＊の要素について負の
q.d.d.すなわち対角線の要素をふ,＜Oとして(2.14)が成立するならば，妬＞Oにたいして，
　　　　　Σj;石り≦O　　　　　　　　　　　　　　a=i,--･,71-1)　　　　　　(2.16)
　　　　　j=1
これは上述の弱粗代診趾2‰≧Oを仮定するとワルラスの法則（2,5）（または超過需要関数のゼロ
次同次性）と矛盾しない．さて行列Å＊は仮定によって負のｑ.ｄ.ｄ.であるならば，定理３によっ
てÅ＊は安定な行列である．　　ｌ
　またÅもÅ＊と同様に安定な行列であることが弱粗代替aa≧0 G=l,…。z－1）の仮定から証
明できる．ここにＡは変換(2.12)によってÅ＊からえられた行列で対角線を除いて非負の7z－1
次行列である．いま一八7;≧Oとおくと，これは(2.16)と同様の式であるから弱粗代替性iii。≧0
の仮定は，ワルラスの法則（2. 5）Σ妬乱＝Ｏと矛盾しない．さて（一人）β≧Oにおいて対角線の
　　　　　　　　　　　　　　　　　J゛1要素は正，非対角要素は非正であるから上式はﾇ;≧Oなる解か存在する．これは－Ａの固有根が
正の実数部を有することと同値である．従ってÅの固有根は負の実数部を有する（二階堂の定理に
よる1））.
　以上のことを定理として表現しておこう．
　定理4. (2.11)において定義された森嶋の行列　A* ( Gに1）次の正方行列）は貨幣と他財
との粗補完性乱,くO（f＝1,‥･,7に1）を仮定すれば不安定行列となる．もし貨幣と他財との粗代
替性a{n>0 G=l,…,刀一1）と仮定するとÅ＊は安定な行列（均衡条件とも矛盾しない）となる．
粗代替性のかわりに弱粗代替性恥,≧Oとしても，やはりÅ＊は安定な行列である．
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